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1. ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

 

Дисциплина «Математическое моделирование и методы математической стати-

стики» направлена на подготовку магистрантов к самостоятельной деятельности в области 

организации и проведения научных исследований и имеет цель дать необходимые для прак-

тической деятельности знания по математическому моделированию и методам математи-

ческой статистики. 

В результате освоения дисциплины «Математическое моделирование и методы ма-

тематической статистики» у обучающегося должны сформироваться, определенные учеб-

ным планом компетенции, и магистрант должен: 

Знать: классификацию задач математического моделирования; методологию матема-

тического моделирования, статистического анализа  и обработки данных. 

Уметь: разрабатывать  и классифицировать математические модели; применять ре-

грессионный, дисперсионный, компонентный анализ, математическую теорию планирова-

ния экспериментов, пользуясь современными программными средствами,  при решении за-

дач профессиональной деятельности. 

Владеть: навыками использования методов математического моделирования, стати-

стической обработки данных и  программных средств при решении прикладных задач про-

фессиональной деятельности. 

Для достижения поставленных целей изучения дисциплины учебным планом преду-

смотрены лекции, практические занятия, лабораторные занятия,  самостоятельная работа и 

оценка результатов обучения по дисциплине. 

Для оценивания результатов обучения по дисциплине «Математическое моделиро-

вание и методы математической статистики» предусмотрены следующие виды контроля:  

 текущий контроль (осуществление контроля всех видов аудиторной и внеаудиторной де-

ятельности обучающегося с целью получения первичной информации о ходе усвоения 

отдельных элементов содержания дисциплины); 

 промежуточная аттестация (оценивается уровень и качество подготовки по дисциплине 

в целом). 

Текущий контроль успеваемости предназначен для регулярного и систематического 

оценивания хода освоения студентами дисциплины и выполнения всех видов учебной ра-

боты, предусмотренных учебным планом образовательной программы. Для обучающихся 

по заочной форме обучения текущий контроль не предусмотрен. 

Текущий контроль успеваемости по дисциплине «Математическое моделирование 

и методы математической статистики» предусматривает две контрольные точки в течение 

учебного периода (семестра), каждая из которых обобщает результаты освоения отдельного 

тематического блока дисциплины. Контрольная точка (КТ) является сроком или датой за-

вершения тематического блока и оценки достижения его образовательных целей. КТ не 

обязательно сопровождается контрольным мероприятием и может выставляться препода-

вателем по заранее установленным критериям на основании суммарных итогов текущей ра-

боты, степени и качества выполнения заданий. Итоги текущего контроля успеваемости по 

каждой контрольной точке вносятся преподавателем в электронный журнал. 

Результаты текущего контроля подводятся по шкале балльно-рейтинговой системы. 

Регламент балльно-рейтинговой системы определен Положением о системе «Контроль 

успеваемости и рейтинг обучающихся». Оценивание результатов учебной работы обучаю-

щихся осуществляется в баллах по всем видам такой работы с применением 100-балльной 

шкалы. По суммарному результату текущего контроля может быть выставлена итоговая 

оценка по дисциплине если обучающийся набрал по текущему контролю необходимые и 

достаточные баллы для выставления оценки автоматом. 

Промежуточная аттестация обучающихся в форме экзамена – установление уровня 
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достижения компетенций с помощью оценивания промежуточных и окончательных резуль-

татов обучения по дисциплине предусмотренных учебным планом. Порядок проведения 

промежуточной аттестации регламентируется «Положением о промежуточной аттестации 

обучающихся». 

Методика и порядок оценивание результатов обучения по дисциплине представлены 

в документе «Оценочные материалы (оценочные средства) для проведения текущего кон-

троля и промежуточной аттестации по дисциплине «Математическое моделирование и ме-

тоды математической статистики». 

 

2. ВИДЫ И ФОРМЫ ОРГАНИЗАЦИИ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ     

РАБОТЫ СТУДЕНТОВ 

Самостоятельная работа является одной из важнейших составляющих образователь-

ного процесса и представляет собой процесс активного, целенаправленного приобретения 

обучающимися новых знаний, умений без непосредственного участия преподавателя, ха-

рактеризующийся предметной направленностью, эффективным контролем и оценкой ре-

зультатов их деятельности. Самостоятельная работа является обязательной для каждого 

студента и определяется учебным планом. 

Цели самостоятельной работы: 

 углубление и расширение теоретических знаний; 

 систематизация и закрепление полученных теоретических знаний и практических уме-

ний студентов; 

 формирование умений использовать техническую, нормативную, правовую, справоч-

ную и специальную литературу; 

 развитие познавательных способностей и активности студентов: творческой инициа-

тивы, самостоятельности, ответственности и организованности; 

 формирование самостоятельности мышления, способностей к саморазвитию, самосо-

вершенствованию и самореализации; 

 развитие исследовательских навыков. 

Учебный процесс включает два вида самостоятельной работы: аудиторную и внеа-

удиторную. Основные формы и виды самостоятельной внеаудиторной работы студентов 

включают: 

 самостоятельная работа с источниками информации; 

 составление опорного конспекта; 

 подготовка доклада, реферата, презентации, отчета и т.п.; 

 выполнение упражнений и заданий; 

 подготовка к практическим занятиям; 

 подготовку ко всем видам контроля, в том числе к экзамену; 

 работу в студенческих научных обществах, кружках, семинарах и т.п.; 

 участие в работе факультативов, семинаров, конференциях и т.п.; 

 участие в научной и научно-методической работе; 

 другие виды деятельности, организуемой и осуществляемой университетом и органами 

студенческого самоуправления. 

 

Результатом самостоятельной работы является устный или письменный отчет сту-

дента в форме: сообщения, доклада, реферата, творческой работы и т.д. 

Объем времени, отведенный на самостоятельную работу (в академических часах), 

определяется учебным планом и конкретизируется в рабочей программе учебной дисци-

плины с ориентировочным распределением по темам и указанием рекомендуемых форм 

выполнения самостоятельной работы и форм ее контроля. 
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Самостоятельная работа, не предусмотренная образовательной программой и учеб-

ным планом, осуществляется студентами инициативно с целью реализации собственных 

учебных и научных интересов. 

 

3. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ОРГАНИЗАЦИИ И      

ВЫПОЛНЕНИЮ ВНЕАУДИТОРНОЙ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ           

РАБОТЫ 

 

3.1. Лекционные занятия 

 

Лекционные занятия проводится в аудитории с применением мультимедийного обо-

рудования. Лекции имеют цель - систематизацию основы научных знаний по дисциплине и 

концентрации внимания обучающихся на наиболее актуальных проблемах, вопросах и по-

ложениях. В ходе лекций преподаватель излагает и разъясняет основные, наиболее слож-

ные вопросы темы, а также теоретически связанные с ней проблемы. В ходе лекции, обуча-

ющиеся не ведут конспектирование учебного материала, процесс которого требует значи-

тельного времени от общего времени, отводимого на лекцию. В случае необходимости 

(например, не понял суть, требуется уточнение и т.п.) обучающиеся делают пометки в ра-

бочей тетради.  Данный подход, во-первых, облегчает работу студента на лекции, во-вто-

рых, позволяет преподавателю более полно изложить и разъяснить учебный материал, и, в-

третьих, появляется время для ответов на вопросы студентов, возникших в ходе лекции и 

выборочного опроса студентов в начале лекции с целью оценки усвоения предыдущего 

учебного материала. 

В заключении лекции преподаватель дает рекомендации на подготовку к практиче-

ским, лабораторным занятиям и обязательные к выполнению указания на самостоятельную 

работу. Обучающимся в электронном виде выдаётся презентация занятия, текст лекции и 

указываются рекомендуемые источники информации, что в совокупности необходимо для 

отражения в конспекте учебного материала. Отдельные темы предлагаются для самостоя-

тельного изучения также с обязательным отражением в конспекте. 

Самостоятельная работа с лекционным материалом, в первую очередь заключается 

в составлении конспекта, и её следует проводить в тот же день. Рекомендуется запись осу-

ществлять на одной стороне листа, а другую оставлять для дальнейшей проработки учеб-

ного материала. Начинать самостоятельную работу следует с просмотра презентации лек-

ции, что позволит восстановить в памяти учебный материал занятия. Далее рекомендуется 

работа с текстом лекции и источниками информации, разрешая и уточняя в ходе чтения, 

возникшие ранее затруднения и вопросы, с одновременным оформлением конспекта. 

Конспект позволяет привести в систему знания и ускоряет повторение материала, 

экономит время при повторном, после определенного перерыва, обращении к ранее изучен-

ной теме. Конспектирование – один из самых сложных этапов самостоятельной работы. Ка-

ких-либо единых, пригодных для каждого студента методов и приемов конспектирования 

не существует. Однако это не исключает соблюдения некоторых, наиболее оправдавших 

себя общих правил, с которыми преподаватель и обязан познакомить студентов. 

Главное в конспекте – не его объем, а содержание. Умение излагать материал сжато 

и кратко приходит с опытом и знаниями, но их накоплению помогает соблюдение простых 

правил: не торопиться записывать при первом же чтении, необходимо вносить в конспект 

лишь то, что стало ясным. 

Конспект не должен быть «слепым», безликим, состоящим из сплошного текста. 

Особо важные места, яркие примеры выделяются цветным подчеркиванием, взятием в ра-

мочку, оттенением, пометками на полях специальными знаками, чтобы как можно быстрее 

найти нужное положение. В процессе составления конспекта для наглядности обязательно 

применять различные выделения, подзаголовки, создавая блочную структуру конспекта. 
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Это делает конспект легко воспринимаем, удобным для работы. Работая над конспектом, 

всегда необходимо использовать не только учебник, но и ту литературу, которую дополни-

тельно рекомендовал лектор. Именно такая серьезная, работа с лекционным материалом 

позволит глубоко овладеть знаниями. 

Изучение дисциплины следует начинать с учебника, поскольку учебник - это книга, 

в которой изложены основы научных знаний по определенному предмету в соответствии с 

целями и задачами обучения, установленными программой и требованиями дидактики. 

Предварительное чтение направлено на выявление в тексте незнакомых терминов и поиск 

их значения в справочной литературе. Сквозное чтение предполагает прочтение материла 

от начала до конца. Сквозное чтение литературы из приведенного списка дает возможность 

обучающемуся сформировать тезаурус основных понятий из изучаемой области и свободно 

владеть ими. Выборочное чтение имеет целью поиск и отбор материала. В рамках данной 

дисциплины выборочное чтение, как способ освоения содержания, должно использоваться 

при подготовке к практическим занятиям по соответствующим темам. Аналитическое чте-

ние - это критический разбор текста с последующим его конспектированием. Целью изуча-

ющего чтения является глубокое и всестороннее понимание учебной информации.  

Выбор вида ведения конспекта зависит от характера изучаемого материала и целей 

работы с ним. Если содержание материала несложное, легко усваиваемое, можно ограни-

читься составлением плана. План - это схема прочитанного материала, краткий перечень 

вопросов, отражающих структуру и последовательность материала. Подробно составлен-

ный план может заменить конспект. Если материал содержит новую и трудно усваиваемую 

информацию, целесообразно его максимально законспектировать. Конспект - это система-

тизированное, логичное изложение источника.  

Различают четыре типа конспектов: 

 План-конспект - это развернутый детализированный план, в котором достаточно по-

дробные записи приводятся по тем пунктам плана, которые нуждаются в пояснении. 

 Текстуальный конспект - это воспроизведение наиболее важных положений и фактов 

источника. 

 Свободный конспект - это четко и кратко (изложенные) основные положения в ре-

зультате глубокого осмысливания материала. В нем могут присутствовать цитаты, те-

зисы; часть материала может быть представлена планом. 

 Тематический конспект - составляется на основе изучения ряда источников и дает бо-

лее исчерпывающий ответ по каждому вопросу. 

Выбор вида ведения конспекта обучающийся осуществляет самостоятельно, исходя 

из своих личностных качеств, но с учётом указаний преподавателя. 

 

3.2. Практические занятия 

 

Целью практических занятий является получение базовых навыков по применению 

теоретических знаний. Это необходимо при решении всевозможных задач на различных 

этапах практической деятельности.  

Задачи практических занятий: 

 закрепление и углубление знаний; 

 создание практических навыков и умений в практической деятельности и повседнев-

ной жизни для: поиска, анализа и использования информации; 

 анализа конкретных ситуаций и условий их реализации; изложения и аргументации 

собственных суждений по практической ситуации; 

 развитие стремления и способности к самостоятельному исследованию изучаемых ре-

альностей, их критической оценки. 

Подготовка к практическим занятиям включает повторение теоретического (лекци-

онного) материала и выполнение указаний преподавателя на подготовку к практическим 
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занятиям. Значительную помощь в подготовке к практическим занятиям оказывают тема-

тические сайты. 

Практические занятия по дисциплине проводиться в различных формах. В частно-

сти, в форме дискуссий, круглых столов, анализа конкретных ситуаций с последующим вы-

полнением индивидуальных заданий. Тематика и содержание индивидуальных заданий 

формируются индивидуально в соответствии с темами магистерских диссертацией и реко-

мендациями научных руководителей. 

 

3.3. Лабораторные занятия 

 
Лабораторное занятие – одна из основных форм организации учебного процесса, 

направленная на творческое усвоение теоретических основ учебной дисциплины и полу-

чение практических навыков исследования путем постановки, проведения, обработки и 

представления результатов эксперимента на основе практического использования различ-

ных средств (наблюдения, измерения, контроля, вычислительной техники), приобретения 

навыков опыта творческой деятельности. 

Лабораторная работа - конкретное учебное задание по изучаемой дисциплине, вы-

полняемое на лабораторном занятии. 

Цель лабораторного занятия - практическое освоение обучающимися содержания и 

методологии изучаемой дисциплины при использовании специальных средств. 

Основными задачами лабораторных занятий являются: 

- приобретение опыта решения учебно-исследовательских и реальных практиче-

ских задач на основе изученного теоретического материала; 

- приобретение опыта проведения эксперимента, в том числе вычислительного; 

- овладение новыми методиками экспериментирования в соответствующей отрасли 

науки, техники и технологии; 

- приобретение умений и навыков эксплуатации технических средств и обо-

рудования; 

- формирование умений обработки результатов проведенных

 исследований; 

- анализ и обсуждение полученных результатов и формулирование выво- 

дов; 

- выработка способности логического осмысления самостоятельно полу- 

ченных знаний; 

- обеспечение рационального сочетания коллективной и индивидуальной форм 

обучения. 

Преподаватель, который проводит лабораторные занятия, имеет право определять 

содержание лабораторных работ, выбирать методы и средства проведения лабораторных 

исследований, наиболее полно отвечающие их особенностям и обеспечивающие высокое 

качество учебного процесса. 

Лабораторное занятие состоит из следующих элементов: вводная часть, основная и 

заключительная. 

Вводная часть обеспечивает подготовку обучающихся к выполнению зада- ний ра-

боты. В ее состав входят: 

- формулировка темы, цели и задач занятия, обоснование его значимости в про-

фессиональной подготовке обучающихся; 

- изложение теоретических основ работы; 

- характеристика состава и особенностей заданий работы и объяснение методов 

(способов, приемов) их выполнения; 

- характеристика требований к результату работы; 
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- инструктаж по технике безопасности при эксплуатации технических средств; 

- проверка готовности обучающихся выполнять задания работы; 

- указания по самоконтролю результатов выполнения заданий обучающи мися. 

Основная часть включает процесс выполнения лабораторной работы, оформление 

отчета и его защиту. Она может сопровождаться дополнительными разъяснениями по ходу 

работы, устранением трудностей при ее выполнении, текущим контролем и оценкой ре-

зультатов отдельных обучающимися, ответами на вопросы обучающихся. 

Заключительная часть содержит: 

- подведение общих итогов занятия; 

- оценку результатов работы отдельных обучающихся; 

- ответы на вопросы обучающиихся; 

- выдачу рекомендаций по устранению пробелов в системе знаний и умений обуча-

ющихся, по улучшению результатов работы; 

- сбор отчетов обучающихся для проверки, изложение сведений, касаю- щихся 

подготовки к выполнению следующей работы. 

В ряде случаев может быть целесообразным вынести отдельные практические (ла-

бораторные) занятия для самостоятельного внеаудиторного выполнения. Особенно эффек-

тивно использовать такие формы работы при формировании профессиональных компе-

тенций, связанных с получением, переработкой и систематизацией   информации.   Пре-

имущество   этой   формы   заключается в возможности подготовки индивидуальных зада-

ний и последующего обсуждения и оценивания результатов их выполнения на аудиторных 

занятиях. 

 

3.4. Подготовка рефератов 

 

Реферат представляет собой сочинение на определенную тему, включающее обзор 

соответствующих научных и нормативных источников или изложение сути монографии, 

статьи, то есть, первичного документа (или его части) с основными фактическими сведени-

ями и выводами. Реферат является самостоятельной творческой работой, выполненной и 

оформленной аналогично требованиям, изложенных в Положении «Правила оформления и  

требования к содержанию курсовых проектов (работ) и выпускных квалификационных ра-

бот». Рекомендуемый объем реферата – от 10 до 15 печатных страниц. 

При работе над рефератом изначально необходимо составить план, который раскры-

вал бы заявленную проблему. Единой схемы составления плана не существует, главное в 

том, чтобы его пункты соответствовали логической схеме. Первый элемент плана – введе-

ние, далее следует основная часть, заключение, список используемых источников.  

Во введении необходимо обосновать актуальность проблемы, наметить пути ее ана-

лиза и решения, дать краткий аналитический обзор литературы и обосновать структуру из-

ложения материала.  

Основная часть должна представлять последовательное изложение вопросов плана, 

каждому из вопросов должен предшествовать заголовок. Рекомендуется весь материал рав-

номерно распределить по вопросам, а изложение каждого вопроса завершить кратким вы-

водом. Содержание каждого из разделов (параграфов) должно раскрывать его название.  

В заключении необходимо сделать концептуальный вывод по всей работе, который 

раскрывал бы главную проблему. 

Библиографический список завершает работу. В него необходимо включить все ис-

точники информации, с которыми знакомился автор, а не только те, которые были цитиро-

ваны в тексте работы. Они должны быть сгруппированы следующим образом: 

- нормативные акты (по юридической силе в нисходящем порядке, внутри группы 

равных по юридической силе – по дате издания); 

- специальная литература (в алфавитном порядке); 
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- неопубликованные материалы; 

- практические материалы. 

Текст полностью написанной и оформленной работы подлежит тщательной про-

верке. Ошибки и описки, как в тексте, так и в цитатах и в научно-справочном аппарате не 

допустимы. 

Результаты работы студент должен публично представить. Предварительно подго-

товив тезисы доклада, студент в течение 5-7 минут должен кратко изложить основные по-

ложения своей работы. Чтобы выступление было удачным, оно должно хорошо восприни-

маться на слух, быть интересным для слушателей. При выступлении приветствуется актив-

ное использование мультимедийного сопровождения доклада (презентация, видеоролики, 

аудиозаписи). 

 

3.5. Подготовка эссе 

 

Эссе - самостоятельная творческая письменная работа, представляющая собой раз-

вернутое и аргументированное изложение точки зрения обучающегося по предложенной 

теме. 

Структурно эссе состоит из четырех элементов: 

1. Введение. Во введении излагается в общем виде та позиция, которую предполага-

ется отстаивать в основной части эссе. 

2. Основная часть. В основной части представлены подробные ответы на вопрос или 

излагается позиция, подтверждаемая теоретическими аргументами и эмпирическим дан-

ными. 

З. Заключение. В заключении резюмируются главные идеи основной части, подво-

дящие к предполагаемому ответу на вопрос или заявленной точке зрения, делаются выводы. 

4. Список использованных источников. Указывается литература, которая использу-

ется при подготовке эссе. 

Мнение автора эссе по проблеме излагаются в форме кратких тезисов. Мнение 

должно быть подкреплено доказательствами - поэтому за тезисом следуют аргументы. Ар-

гументы - это факты, явления общественной жизни, события, жизненные ситуации и жиз-

ненный опыт, научные доказательства, ссылки на мнения ученых и др. Лучше приводить 

два-три аргумента в пользу каждого тезиса: один аргумент кажется неубедительным. Таким 

образом, эссе приобретает кольцевую структуру (количество тезисов и аргументов зависит 

от темы, избранного плана, логики развития мысли). 

При подготовке основной части эссе рекомендуется использовать формулу П-О-П-С: 

 П - положение (утверждение); 

 О - объяснение; 

 П - пример, иллюстрация; 

 С - суждение (итоговое). 

 

3.6. Подготовка научного доклада 

 

Научный доклад представляет собой исследование по конкретной проблеме, изло-

женное перед аудиторией слушателей. Работа по подготовке научного доклада включает не 

только знакомство с литературой по избранной тематике, но и самостоятельное изучение 

определенных вопросов. 

Научный доклад может быть подготовлен для выступления на занятии, конференции 

научного общества, или в рамках круглого стола. В любом случае успешное выступление 

во многом зависит от правильной организации самого процесса подготовки научного до-

клада. Подготовка научного доклада включает несколько этапов работы: 

1. выбор темы доклада; 

2. подготовка материалов; 
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3. работа над текстом доклада; 

4. подготовка к выступлению. 

Подготовка к научному докладу начинается с выбора темы. Не следует выбирать 

слишком широкую тему научного доклада. Это связано с ограниченностью докладчика во 

времени. Доклад должен быть рассчитан на 7-15 минут. Работа по подбору материалов для 

оклада связана с изучением соответствующей тематике литературы. 

В процессе работы над текстом доклада обучающиеся глубже постигают вопросы 

изучаемого предмета, поскольку: 

 анализируются различные точки зрения, факты и события; 

 ведется научно обоснованная полемика; 

 обобщается материал; 

 лаконично излагаются мысли; 

 правильно оформляется работа с составлением плана библиографии и систематиза-

цией информации. 

Текст научного доклада должен включать три основные части: 

 введение - краткое знакомство слушателей с обсуждаемой проблемой; 

 основную часть - логическое продолжение вопросов, обозначенных автором во введе-

нии. В этой части доклада раскрывается тема выступления, приводятся необходимые 

доказательств (аргументы); 

 заключение - обобщение основной мысли и идеи выступления. В заключении можно 

кратко повторить основные выводы и утверждения, прозвучавшие в основной части 

доклада. 

Научный доклад представляет собой устное произведение и чтение вслух подготов-

ленного текста недопустимо. К особенностям хорошего выступления можно отнести сле-

дующее: 

 до и после важных мыслей следует делать паузу; 

 для большего акцента рекомендуется менять тон голоса и тембр речи (это сделает речь 

более выразительной); 

 необходимо сохранять контакт с аудиторией во время выступления. 

Таким образом, Вступление представляет собой краткое знакомство слушателей с 

обсуждаемой в докладе проблемой. Во вступлении должна быть сформулирована главная 

мысль, которая затем займет центральное место. 

Основная часть доклада является логическим продолжением вопросов, обозначен-

ных автором во введении. Именно в этой части доклада предстоит раскрыть тему выступ-

ления, привести необходимые доказательства (аргументы). 

Для того чтобы правильно построить основную часть своего доклада, необходимо 

составить ее подробный план. Важность составления такого плана связана с основной зада-

чей автора. Он должен в течение времени, отведенного на основную часть, суметь предста-

вить и изложить авторскую точку зрения по обозначенной в теме доклада проблеме. Нали-

чие подробного плана позволяет выполнить эту задачу, дает возможность автору в сжатой 

форме донести свои идеи до аудитории и уложиться в установленный регламент. 

Заключение имеет целью обобщить основные мысли и идеи выступления. В заклю-

чении можно кратко повторить основные выводы и утверждения, прозвучавшие в основной 

части доклада. На заключение можно возложить также функцию обобщения всего пред-

ставленного докладчиком материала. 

После доклада студент отвечает на вопросы. На основе обсуждения написанного и 

доложенного реферата ему выставляется соответствующая оценка. 

 

3.7. Подготовка презентации 
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Презентация – документ или комплект документов, предназначенный для представ-

ления чего-либо (организации, проекта, продукта и т.п.). Цель презентации – донести до 

целевой аудитории полноценную информацию об объекте презентации в удобной и нагляд-

ной форме. Мультимедийные презентации используются для того, чтобы выступающий 

смог на большом экране наглядно продемонстрировать материалы к своему сообщению.  

Электронные презентации выполняются в программе MS PowerPoint в виде слайдов 

в следующем порядке: 

 титульный лист с заголовком темы и автором презентации; 

 план презентации (5-6 пунктов - это максимум); 

 основная часть (не более 10 слайдов); 

 заключение (вывод). 

Общие требования к стилевому оформлению презентации 

Для оформления слайдов презентации рекомендуется использовать простые шаб-

лоны без анимации, соблюдать единый стиль оформления всех слайдов. Не рекомендуется 

на одном слайде использовать более 3 цветов: один для фона, один для заголовков, один 

для текста. Шрифт, выбираемый для презентации должен обеспечивать читаемость на 

экране и соответствовать выбранному шаблону оформления. Не следует использовать раз-

ные шрифты в одной презентации.  

Презентация не должна быть меньше 10 слайдов. Первый слайд – это титульный 

лист, на котором обязательно должны быть представлены: полное наименование образова-

тельного учреждения, тема работы, фамилия, имя, отчество студента, фамилия, имя, отче-

ство руководителя. Следующим слайдом должна быть цель работы и решаемые в ней за-

дачи. Алгоритм дальнейшего выстраивания презентации соответствует логической струк-

туре работы и отражает последовательность ее этапов. Для оптимального отбора содержа-

ния материала работы в презентации необходимо выделить ключевые понятия, теории, про-

блемы, которые раскрываются в презентации в виде схем, диаграмм, таблиц. На каждом 

слайде определяется заголовок по содержанию материала. Все слайды должны быть выдер-

жаны в одном стиле и пронумерованы.  

 

3.8. Работа с учебными пособиями, монографиями, периодикой 

 

Грамотная работа с источниками информации, особенно если речь идет о научной 

литературе, предполагает соблюдение ряда правил, овладению которыми необходимо 

настойчиво учиться. При работе с источниками информации недопустим формальный, по-

верхностный подход. Не механическое заучивание, не простое накопление цитат, выдер-

жек, а сознательное усвоение прочитанного, осмысление его, стремление дойти до сути – 

вот главное правило.  

Другое правило – соблюдение при работе над книгой определенной последователь-

ности. Вначале следует ознакомиться с оглавлением, содержанием предисловия или введе-

ния. Это дает общую ориентировку, представление о структуре и вопросах, которые рас-

сматриваются в книге. Следующий этап – чтение. Первый раз целесообразно прочитать 

книгу с начала до конца, чтобы получить о ней цельное представление. При повторном чте-

нии происходит постепенное глубокое осмысление каждой главы, критического материала 

и позитивного изложения, выделение основных идей, системы аргументов, наиболее ярких 

примеров и т. д. 

Непременным правилом чтения должно быть выяснение незнакомых слов, терми-

нов, выражений, неизвестных имен, названий. Для этой цели можно завести специальную 

тетрадь или блокнот. Важная роль в связи с этим принадлежит библиографической подго-

товке студентов. Она включает в себя умение активно, быстро пользоваться научным аппа-

ратом книги, справочными изданиями, каталогами, умение вести поиск необходимой ин-

формации, обрабатывать и систематизировать ее. Научная методика работы с литературой 

предусматривает также ведение конспекта прочитанного. 



13 

 

 

3.9. Подготовка к промежуточной аттестации 

 

Промежуточная аттестация по дисциплине – экзамен. Направлен на проверку кон-

кретных результатов обучения, выявление овладения обучающимися системой знаний, 

умений и навыков, компетенций, полученных в процессе изучения дисциплины.  

 

Основные критерии оценки: 

 уровень освоения студентом теоретического материала; 

 умение студента использовать теоретические положения при выполнении практиче-

ских задач; 

 четкость и обоснованность изложения ответа. 

Подготовка обучающихся к промежуточной аттестации включает в себя два этапа: 

самостоятельная работа в течение семестра и непосредственная подготовка в дни, предше-

ствующие промежуточной аттестации. 

Основным источником подготовки к экзамену должен являться конспект лекций, где 

учебный материал должен быть представлен в систематизированном виде, основные поло-

жения его детализируются, подкрепляются современными фактами и информацией, кото-

рые в силу новизны не вошли в опубликованные печатные источники.  

В ходе подготовки к экзамену студентам необходимо обращать внимание не только 

на уровень запоминания, но и на степень понимания излагаемых проблем. Особое внимание 

при подготовке к экзамену необходимо уделить терминологии, т.к. успешное овладение 

любой дисциплиной предполагает усвоение основных понятий, их признаков и особенно-

сти. 

Ответы на теоретические вопросы должны быть даны в соответствии с формулиров-

кой вопроса и содержать не только изученный теоретический материал, но и собственное 

понимание проблемы. В ответах желательно привести примеры из практики. Если в про-

цессе подготовки к промежуточной аттестации во время самостоятельной работы над изу-

чением теоретического материала или при решении задач у обучающегося возникают во-

просы, разрешить которые самостоятельно не удается, необходимо обратиться к препода-

вателю для получения у него разъяснений или указаний. В своих вопросах обучающийся 

должен четко выразить, в чем он испытывает затруднения, характер этого затруднения. За 

консультацией следует обращаться и в случае, если возникнут сомнения в правильности 

ответов на вопросы самопроверки. 

 

4. ВОПРОСЫ ЭКЗАМЕНА ПО ДИСЦИПЛИНЕ                               

«МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И МЕТОДЫ          

МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ» 

1. Понятие модели, цели моделирования. Системный и классический подходы при мо-

делировании. 

2. Стадии разработки моделей. Классификация моделей. 

3. Основные этапы построения математической модели. Математическая модель си-

стемы, ее составляющие. Системные свойства модели. 

4. Типовые математические схемы моделирования систем. 

5. Непрерывно-детерминированные  модели (D-схемы). 

6. Непрерывно-стохастические модели (Q-схемы). Марковские случайные процессы. 

7. Граф состояний системы массового обслуживания. Уравнения Колмогорова. 

8. Классификация систем массового обслуживания и их математические модели. 

9. Статистический анализ. Генеральная совокупность и выборка. Репрезентативность 

выборки. Дискретный и интервальный вариационные ряды распределения. 

10. Точечные оценки характеристик распределения. Несмещенность, эффективность, 
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состоятельность оценок. 

11. Интервальные оценки. Доверительный интервал и доверительная вероятность. 

12. Коэффициенты ковариации, корреляции и детерминизации,  их свойства. 

13. Точечные оценки коэффициентов ковариации и корреляции. 

14. Парная регрессия. Линейная модель парной регрессии. Нахождение параметров по 

методу наименьших квадратов. 

15. Нелинейная регрессия. Виды уравнений нелинейной регрессии и критерии их вы-

бора. 

16. Дисперсионный анализ. Общая, факторная и остаточная  суммы, связь между ними.  

17. Общая, факторная и остаточная дисперсии, приходящиеся на одну степень свободы. 

F –критерий Фишера. 

18. Оценка существенности уравнения регрессии в целом о F -критерию Фишера и по 

критерию средней ошибки аппроксимации. 

19. Оценка существенности параметров уравнения регрессии по t -критерию Стьюдента. 

20. Временные ряды. Автокорреляция уровней временного ряда. Построение трендов 

временного ряда. 

21. Множественная регрессия. Отбор факторов при построении уравнения множествен-

ной регрессии.  

22. Линейная модель множественной  регрессии. Система уравнений для определения 

параметров на основе метода наименьших квадратов. 

23. Множественная корреляция и ее матрица. 

24. Нелинейные модели множественной  регрессии. Линеаризация уравнений. 

25. Множественная регрессия в стандартизованном масштабе. Смысл стан-дартизован-

ных коэффициентов регрессии. 

26. Свойства остатков регрессионной модели (закон распределения, несмещенность, эф-

фективность, состоятельность, гомоскедастичность, коррелированность). 

27. F -критерий Фишера для оценки значимости уравнения множественной регрессии. 

Критерий средней ошибки аппроксимации. 

28. Инструментальные средства для проведения регрессионного, корреляционного, дис-

персионного анализа. 

29. Компонентный анализ и факторный анализ, их применения. Алгебраические основы 

метода.  

30. Матрицы нагрузок, счетов и ошибок при компонентном анализе. 

31. Кластерный  анализ, расстояние между объектами  кластерами.  

32. Иерархическая кластеризация, ее методы. 

33. Кластеризация методом  к-средних. 

34. Инструментальные средства для проведения компонентного и кластерного анализа. 

35. Математические метолы планирования экспериментов Математическая модель объ-

екта исследования при планировании эксперимента. Функция отклика. 

36. Кодирование (нормирование) факторов. Типы планирования. Матрица плана экспе-

римента. 

37. Нахождение коэффициентов полинома функции отклика и оценка его значимости. 

38. Инструментальные средства для реализации математических методов планирования 

эксперимента.  
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5. ПЕРЕЧЕНЬ ОСНОВНОЙ И ДОПОЛНИТЕЛЬНОЙ УЧЕБНОЙ 

ЛИТЕРАТУРЫ, НЕОБХОДИМОЙ ДЛЯ ОСВОЕНИЯ                 

ДИСЦИПЛИНЫ 

Основная литература 

 Авторы, состави-

тели 

Заглавие Издательство, год Количество 

Л1.1 Шинаков, Ю.С. Изучение элементов и технологии приме-

нения подсистемы моделирования дина-

мических процессов SIMULINK 

(MATLAB R2014b): практикум 

Москва: Московский 

технический универси-

тет связи и информа-

тики, 2015 
ЭБС 

Л1.2 Завьялов, О.Г., 

Подповетная, 

Ю.В. 

Теория вероятностей и математическая 

статистика с применением Excel и 

Maxima: учебное пособие 

Москва: Прометей, 

2018 ЭБС 

Л1.3 Кремер Наум Ше-

велевич 

Математическая статистика: Учебник и 

практикум 

Москва: Издательство 

Юрайт, 2019 
ЭБС 

Л1.4 Дьяконов, В.П. MATLAB R2006/2007/2008 + Simulink 

5/6/7. Основы применения 

Москва: СОЛОН-

ПРЕСС, 2017 
ЭБС 

Л1.5 Балдин Констан-

тин Васильевич, 

Башлыков Виктор 

Николаевич 

Теория вероятностей и математическая 

статистика: Учебник 

Москва: Издательско- 

торговая корпорация 

"Дашков и К", 2020 
ЭБС 

Л1.6 Алибеков, И.Ю. Теория вероятностей и математическая 

статистика в среде MATLAB: учебное по-

собие для вузов 

Санкт-Петербург: 

Лань, 2021 ЭБС 

Дополнительная литература 

 Авторы, состави-

тели 

Заглавие Издательство, год Количество 

Л2.1 Васильев, А.Н. Matlab [Электронный ресурс]: самоучи-

тель 

Санкт-Петербург: 

Наука и Техника, 2015 
ЭБС 

Л2.2 Лагутин Михаил 

Борисович 

Наглядная математическая статистика: 

Учебное пособие 

Москва: Лаборатория 

знаний, 2019 
ЭБС 

Л2.3 Коткин, Г.Л., По-

пов, Л.К. 

Компьютерное моделирование физиче-

ских процессов с использованием 

MATLAB: учебное пособие 

Новосибирск: Новоси-

бирский государствен-

ный университет, 2017 
ЭБС 

Методические разработки 

 Авторы, состави-

тели 

Заглавие Издательство, год Количество 

Л3.1  Теория вероятностей и математическая 

статистика: метод. указания к практиче-

ским занятиям 

Ростов н/Д.: ИЦ ДГТУ, 

2018 ЭБС 

Л3.2  Методические указания для практических 

занятий «Создание приложений с графи-

ческим интерфейсом пользователя в си-

стеме MATLAB» по дисциплине «Компь-

ютерные технологии в приборостроении» 

Ростов н/Д.: ИЦ ДГТУ, 

2018 
ЭБС 

 

6. ТЕКСТЫ ЛЕКЦИЙ. МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ ДЛЯ         

ВЫПОЛНЕНИЯ ЛАБОРАТОРНЫХ РАБОТ И КОНТРОЛЬНОЙ  

РАБОТЫ 

 

 
 





Цель изучения дисциплины «Математическое 

моделирование и методы математической 

статистики» состоит в освоении методологии и 

технологии моделирования (в первую очередь 

компьютерного), включая статистические модели

2



Структура лекции

• Понятие модели, математические модели, этапы 

моделирования, классификация моделей, типовые  

математические схемы моделирования

• Непрерывно-детерминированные модели (D-схемы). 

Моделирование динамических систем. ЛР-1

• Непрерывно-стохастические модели (Q-схемы). 

Моделирование технологического участка. ЛР-2

• Задания 1,2 контрольной работы

3



Понятие модели

Моделирование – это замещение исследуемого объекта
(оригинала) его условным образом или другим
объектом(моделью) и изучение свойств оригинала
путем исследования свойств модели.

Требования к модели:

Валидация – адекватность модели реальному объекту.

Верификация - соответствие структуры и логики модели
замыслу моделирования.

(Валидация подтверждает, что «вы создали правильный 
продукт», а верификация подтверждает, что «вы создали 
продукт таким, каким и намеревались его сделать»)

4



Математическое моделирование - это идеальное
научное знаковое формальное моделирование,
при котором описание объекта осуществляется на
языке математики, а исследование модели
проводится с использованием математических
методов.

5
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Параметры и переменные математической модели

В  общем  случае  параметры и переменные, 

описывающие  состояние  и  поведение  объекта  

моделирования  разбиваются  на  четыре типа

• совокупность входных (управляемых) 

воздействий на объект X; 

• совокупность воздействий внешней среды 

(неуправляемых) U; 

• совокупность внутренних (собственных) 

параметров объекта I; 

• совокупность выходных характеристик Y. 



Этапы моделирования

Процесс разработки и реализации модели 
включает четыре этапа: 

• постановка задачи и построение 
концептуальной модели; 

• разработка модели: алгоритм и 
программная реализация модели; 

• проведение компьютерных экспериментов 
с моделью;

• анализ  и интерпретация полученных 
результатов.

7
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1)Построение концептуальной (содержательной) 
модели включает:

•  постановку целей и задач моделирования. 

•  структуризацию  модели (рекомендуется  
производить  с  привлечением  методологии  и  средств 
системного  моделирования, например, 
универсального  языка  моделирования UML, 
технологии IDEF0. 

•  выдвижение гипотез и определение законов, 
влияющих на объект. 

•  определение  параметров  и  переменных  модели.  

•  обоснование  выбора  показателей  и  критериев  
эффективности  системы. 

•  составление  содержательного  описания  модели по 
концептуальному описанию.



2)Разработка модели: алгоритм и программная 
реализация модели включают: 

•  построение  логической  схемы  алгоритма.  

•  получение  математических  соотношений,  
содержащее  аналитическую  часть  в виде  
явных  функций  и  имитационную  часть  в  
виде  моделирующего  алгоритма 

(математическая модель). 

•  проверку достоверности алгоритма. 

•  выбор  вычислительных  и  программных  
средств  разработки - среда и язык 
программирования; 

•  программирование.  

9
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3)Проведение машинных экспериментов с моделью и 
интерпретация: 

•  планирование  машинного  эксперимента.  

•  проведение  модельных  экспериментов  согласно  
разработанному  плану. 

•  представление  результатов  моделирования 
(таблицы,  графики,  диаграммы,  мнемосхемы  и т.д. 
) 

4)Анализ и интерпретация результатов 
моделирования: 

•  определение разного рода характеристик 
случайных величин и процессов, выполнение 
анализов - дисперсионного, регрессионного, 
факторного и др. 

перевод результатов в термины предметной области.

выдача  рекомендаций  по  функционированию  или  
оптимизации  объекта



Классификация математических моделей

• по методам решения

• по  параметрам  модели

• по  виду  оператора  модели

• по  сложности  объекта  моделирования

• по степени абстракции

• по  целям  моделирования

11



Классификация математических моделей по 
методам решения

Для создания аналитических моделей используются 
математические методы и универсальные 
математические пакеты:

12
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Основаниями для применения алгоритмических 
моделей являются :
−  невозможность решить задачу аналитически из-за ее 
чрезмерной математической сложности или 
громоздкости; 
−  требуется  визуализация  динамики происходящих в 
ней процессов; 

При  численном  подходе совокупность  
математических  соотношений  модели заменяется  
конечномерным  аналогом.  Чаще  всего  это  
достигается  дискретизацией исходных соотношений.

Имитационные  модели являются  разновидностью  
алгоритмических  моделей  и реализуют  наиболее  
сложные  и  громоздкие  алгоритмы  описания  объектов  
и  систем. 



Классификация ММ по  параметрам  модели
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Классификация ММ по  виду  оператора  модели
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Типовые математические схемы 

моделирования систем

1) непрерывно-детерминированные или D-схемы 

(дифференцированные уравнения и системы 

ДУ);

2) дискретно-детерминированные или F-схемы  

(конечные автоматы);

3) дискретно-стохастические или P-схемы 

(вероятностные автоматы);

4) непрерывно-стохастические или Q-схемы 

(системы СМО)

5) Сетевые или N-схемы (сети Петри)

6) Обобщенные, универсальные или A-схемы 

(агрегативные системы). 16



Непрерывно-детерминированные модели (D-
схемы)

17

• Непрерывно-детерминированные модели 
используются для анализа и проектирования
динамических систем с непрерывным временем, 
процесс функционирования которых описывается 
детерминированными зависимостями. Данный класс 
систем может быть описан с помощью 
дифференциальных, интегральных, интегрально-
дифференциальных и общих функциональных 
уравнений. 

• Обычно в математических моделях, описываемых 
дифференциальными уравнениями, в качестве 
независимой переменной, от которой зависят 
неизвестные искомые функции, служит время t. 
Математические схемы такого вида отражают 
динамику изучаемой системы и носит название D-схем, 
от английского слова dynamic (динамика). 

• Использование D-схем позволяет формализовать 
процесс функционирования непрерывно-
детерминированных систем и оценить их основные 



вектор входных воздействий x;  вектор возмущающих воздействий
v; вектор сигналов ошибок h’;   вектор управляющих воздействий
h’’;   вектор состояний системы z;  вектор выходных переменных y.

18



Стуктурная схема САУ

Система автоматического управления (САУ) как пример 
непрерывно-детерминированной модели



D - схемы являются математическим аппаратом теории систем 
автоматического управления. 

САУ– это совокупность программно-технических средств, 
которые обеспечивают достижение объектом управления заданной 
цели. 

Насколько точно он достигает заданной цели можно судить по 
вектору  выходных переменных y. Разница между заданным  y и 
действительным искаженным y составляет ошибку управления h’. 

19
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Понятие устойчивости системы
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Линейные динамические системы. Случай 
свободных и вынужденных колебаний
В случае свободных колебаний, если 
правая часть ДУ x(t)=0 возможны 
незатухающие, затухающие колебания и 
отсутствие колебаний.
При взаимодействии изучаемой системы с 
внешней средой появляется входное 
воздействие x(t), которое в различных 
системах может быть внешней силой, 
источником энергии, и т. д. Такая система 
описывается ДУ ус правой частью. В этом 
случае в системе может быть резонанс.



Нелинейные динамические системы
Модель Лотки – Вольтерра (хищник-
жертва)

Модель Лотки – Вольтерра (амер. и итальян. математики нач. 

20в), называемая классической моделью взаимодействия популяций, 

позволяет решить практические задачи, связанные с конкурентными 

процессами в различных областях человеческой деятельности, в 

частности, 

• модели взаимодействия загрязнения с окружающей средой;

• модель классовой борьбы; 

• модель военных действий; 

• вирусная модель инфекционного заболевания;

• модель распространения эпидемий, включая модель заражения 

вирусом компьютеров;

• модель взаимодействия когнитивных и/или эмоциональных мод 

мозга.

22
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Система ДУ модели Лотки – Вольтерра

Модель «хищник-жертва», в которой рассматриваются популяции 
хищников и популяции жертв, взаимодействующих в какой-то среде: 
жертвы едят растительность, хищники — жертв,   описывается системой 
ДУ

𝑥 0 = 𝑥0, y 0 = 𝑦0
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Зависимости численности хищников и жертв от 
времени
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Фазовый 
портрет -
зависимост
ь x  от y



ЛР-1.Моделирование конкуренции

28

Постановка задачи.  Исследовать противодействие 
двух сторон, если известно, что оно описывается 
моделью Лотки-Вольтерра. Известны 

x0 и y0 - начальные численности сторон;

 - вероятность увеличения численности первой 
стороны за счет собственных ресурсов;

 - вероятность  того, что вторая сторона уничтожит 
единицу; первой стороны;

 - вероятность того единица второй стороны погибнет 
из- за влияния первой стороны;

 - вероятность увеличения численности второй 
стороны за счет первой стороны.



Варианты ЛР-1 № Вар
a b g d x0 y0

1 0,488914 0,100314 0,753498 0,21263 14 7

2 0,472371 0,141938 0,796177 0,221151 12 7

3 0,413766 0,188328 0,770184 0,245064 20 9

4 0,450032 0,174374 0,779615 0,255413 10 7

5 0,488864 0,18416 0,71404 0,265664 20 9

6 0,438669 0,158387 0,741475 0,248161 18 7

7 0,431325 0,186943 0,743488 0,259278 14 5

8 0,450157 0,105735 0,712854 0,276487 22 9

9 0,470246 0,124836 0,722991 0,203917 10 5

10 0,492532 0,18834 0,771464 0,24176 14 5

11 0,408731 0,172655 0,716888 0,275764 16 5

12 0,488795 0,179863 0,766086 0,26455 16 6

13 0,469365 0,127686 0,754029 0,292608 20 7

14 0,47 0,180791 0,782603 0,271177 18 9

15 0,459559 0,170367 0,758359 0,293844 10 8

16 0,485876 0,104341 0,717343 0,255161 12 7

17 0,496317 0,121382 0,744528 0,297104 10 5

18 0,490736 0,155674 0,769477 0,217412 16 9

19 0,476873 0,184403 0,710144 0,292283 16 7

20 0,429086 0,110683 0,719147 0,299938 16 8
29



Выполнение 
в Mathcad

30



Фазовый портрет

Зависимость 
численности 
одной 
стороны от 
численности 
другой 
стороны

31



Непрерывно-стохастические модели (Q-
схемы). Моделирование систем массового 
обслуживания

• При непрерывно-стохастическом подходе в качестве 
типовых математических схем применяется системы 
массового обслуживания (англ. queueing system), которые 
будем называть Q-схемами. 

• СМО (системы массового обслуживания) - это модели 
систем, в которые в случайные моменты времени извне 
или изнутри поступают заявки (требования), которые 
должны быть обслужены системой. Длительность 
обслуживания чаще всего случайна.

• В качестве СМО могут быть представлены различные по 
своей физической природе производственные, 
технические и другие системы, например,  системы  
поставок продукции, обслуживания клиентов, обработки 
информации ЭВМ и т.д. 32



Обобщенная структура СМО

33

Основными 

элементами СМО 

являются:

1. входной поток 

заявок;

2. очередь;

3. каналы 

обслуживания;

4. выходной поток 

заявок (обслуженные 

заявки).
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Показатели эффективности СМО

35

Предмет теории массового обслуживания –
построение математических моделей, 
связывающих заданные условия работы СМО 
(число каналов, их производительность, 
правила работы, характер потока заявок) с 
интересующими нас характеристиками –
показателями эффективности СМО.

Эти показатели описывают способность СМО 
справляться с потоком заявок. 

Показатели можно разделить на группы: 
• показатели, характеризующие систему в 

целом, 
• вероятностные характеристики,
• экономические показатели. 



• показатели, характеризующие систему в целом:

• среднее число заявок, обслуживаемых СМО в единицу 
времени

• среднее число заявок в единицу времени, получивших 
отказ

• среднее число занятых каналов 

• среднее число заявок в очереди

• среднее время ожидания обслуживания

• вероятностные характеристики: 

• вероятность того, что заявка будет обслужена (Pобс) 

• вероятность того, что получит отказ в обслуживании (Pотк)

• вероятность того,  что все каналы свободны (p0) 

• вероятность того, что определенное число их занято (pk)

• вероятность наличия очереди

• экономические показатели: 

• стоимость потерь, связанных с уходом не обслуженной 
заявки

• экономический эффект, полученный в результате 
обслуживания заявки

36



• Задачи массового обслуживания, сформулированные 
математически, обычно сводятся к изучению случайных процессов. 

• В системе S протекает случайный процесс, если она с течением
времени меняет свое состояние (переходит из одного состояния в
другое), причем, заранее неизвестным случайным образом.

• Случайный процесс, протекающий в системе, называется
Марковским, если для любого момента времени t0 вероятностные
характеристики процесса в будущем зависят только от его состояния
в данный момент t0 и не зависят от того, когда и как система пришла
в это состояние.

• Математический анализ работы СМО очень облегчается, если
процесс этой работы Марковский. Иначе математическое описание
процесса очень усложняется. На практике Марковские процессы в
чистом виде обычно не встречаются. Имеются процессы, для
которых влиянием «предыстории» можно пренебречь. При изучении
таких процессов можно применять Марковские модели

• Приведенный далее математический аппарат описывает Марковские
процессы.

Марковские случайные процессы

37



Марковские процессы с дискретными 
состояниями и непрерывным временем

• Процесс называется процессом с дискретным
состоянием, если его возможные состояния S1, S2, …
можно заранее определить, и переход системы из
состояния в состояние происходит «скачком»,
практически мгновенно.

• Процесс называется процессом с непрерывным
временем, если моменты возможных переходов из
состояния в состояние не фиксированы заранее, а
неопределенны, случайны и могут произойти в любой
момент.

38



Поток событий

Каждая СМО предназначена для обслуживания потока требований

• Поток событий – последовательность однородных событий, следующих одно за другим 
в какие-то случайные моменты времени. Примеры: поток отказов и поток восстановлений, 
поток вызовов на телефонной станции, поток сообщений, поток данных  и т.д.

• Интенсивность потока событий– это среднее число событий, приходящееся 
на единицу времени.

• Поток событий называется стационарным, если его вероятностные 
характеристики не зависят от времени.

• Поток событий называется потоком без последствий, если для любых двух 
непересекающихся участков времени число событий, попадающих на один из них, 
не зависит от того, сколько событий попало на другой. 

• Поток событий называется ординарным, если события в нем появляются 
поодиночке, а не группами по нескольку сразу.

• Поток событий называется простейшим (или стационарным пуассоновским),
если он обладает сразу тремя свойствами: 

1) стационарен, 2) ординарен, 3) не имеет последействий.
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Показательный закон распределения

• Для простейшего потока с интенсивностью 
интервал между соседними событиями 
имеет так называемое показательное 
(экспоненциальное) распределение

• Для случайной величины , имеющей 
показательное распределение, 
математическое ожидание есть величина, 
обратная интенсивности, а среднее 
квадратичное отклонение равно 
математическому ожиданию

40



Уравнения Колмогорова для вероятностей 
состояний. Финальные вероятности 
состояний

• Рассматривая Марковские процессы с дискретными
состояниями и непрерывным временем,
подразумевается, что все переходы системы S из
состояния в состояние происходят под действием
простейших потоков событий (потоков вызовов,
потоков отказов, потоков восстановлений и т.д.).

• На графе состояний системы у каждой дуги
проставляют интенсивности того потока событий,
который переводит систему по данной дуге.

• Для нахождения всех вероятностей состояний как
функций времени составляются и решаются
уравнения Колмогорова (Эрланга) – особого вида
уравнения, в которых неизвестными функциями
являются вероятности состояний pi(t) или
финальные (предельные) вероятности.

• Финальные вероятности состояний – это
вероятности состояний при t.
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Уравнения Колмогорова (Эрланга) для n-
канальной СМО с отказами

42

Правило составления уравнений. В каждом уравнении системы в 
правой  его части стоит со знаком минус вероятность данного 
состояния pi, умноженная на суммарную интенсивность всех потоков, 
ведущих из данного состояния, а со знаком плюс  стоит сумма 
произведений интенсивностей всех потоков, входящих в i- е 
состояние, на вероятности тех состояний, из которых эти потоки 
исходят.

Граф 
состояний



Уравнения Эрланга в 
установившемся режиме
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Показатели 
эффективности
n – канальной СМО с 

отказами 
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ЛР-2. Технологическая система (участок) 

Постановка задачи. Система S состоит из двух станков, 
каждый из которых в случайный момент времени может 
выйти из строя (отказать), после чего мгновенно начинается 
ремонт узла, тоже продолжающийся заранее неизвестное, 
случайное время. Возможны следующие состояния системы:

• S0 - оба станка исправны;

• S1 - первый станок ремонтируется, второй исправен;

• S2 - второй станок ремонтируется, первый исправен;

• S3 - оба станка ремонтируются.

Переходы системы S из состояния в состояние 
происходят практически мгновенно, в случайные моменты 
выхода из строя того или иного станка или окончания 
ремонта. ij –интенсивности переходов заданы.

Разработать модель технологического участка в Mathcad для 
установившегося режима и для неустановившегося режима. 

Оценить среднюю эффективность работы системы и загрузку ремонтных 
органов.



Уравнения Эрланга в 
установившемся режиме. 
Определение финальных 
вероятностей

46

Граф 
состояний



Оценка эффективности работы системы 
по вероятностям

Знание финальных вероятностей может помочь оценить среднюю эффективность работы 
системы и загрузку ремонтных органов: в стационарном режиме система S в среднем 40 
% времени будет проводить в состоянии S0 (оба станка исправны), 20 % - в состоянии S1

(первый станок ремонтируется, второй работает), 27 % - в состоянии S2 (второй станок 
ремонтируется, первый работает), 13% - в состоянии S3 (оба станка ремонтируются). 

47

Исходные 
данные: 



Варианты 
ЛР-2

№ Вар 01 23 13 02 m10 m32 m20 m31

1 1,3 1,1 2,2 2,2 2,0 2,1 3,0 3,2

2 1,2 1,2 2,1 2,1 2,0 2,3 3,3 3,0

3 1,1 1,1 2,0 2,4 2,1 2,0 3,3 3,1

4 1,1 1,4 2,2 2,0 2,3 2,0 3,2 3,1

5 1,0 1,1 2,2 2,0 2,1 2,2 3,0 3,1

6 1,0 1,4 2,3 2,3 2,3 2,0 3,2 3,2

7 1,1 1,1 2,1 2,2 2,1 2,1 3,2 3,2

8 1,3 1,1 2,3 2,3 2,0 2,3 3,0 3,0

9 1,2 1,3 2,1 2,2 2,2 2,1 3,2 3,1

10 1,3 1,2 2,3 2,2 2,2 2,1 3,1 3,2

11 1,0 1,1 2,0 2,1 2,2 2,1 3,1 3,3

12 1,0 1,2 2,1 2,1 2,1 2,1 3,1 3,0

13 1,2 1,2 2,2 2,0 2,2 2,2 3,2 3,1

14 1,2 1,2 2,2 2,0 2,1 2,3 3,2 3,3

15 1,1 1,1 2,1 2,3 2,2 2,2 3,1 3,2

16 1,0 1,1 2,3 2,2 2,3 2,0 3,0 3,3

17 1,2 1,2 2,3 2,3 2,0 2,1 3,3 3,3

18 1,1 1,1 2,1 2,2 2,2 2,1 3,3 3,0

19 1,1 1,1 2,2 2,1 2,0 2,2 3,2 3,1

20 1,1 1,0 2,0 2,2 2,2 2,2 3,3 3,1
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Решение в 
Mathcad
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Решение в установившемся режиме
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Задания 1,2 контрольной работы

• Задание 1 соответствует ЛР-1

• Задание 2 соответствует ЛР-2
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Лекция 2
Тема: 

«Регрессия корреляция, 

автоматизация обработки 

многомерных данных»
1



Структура лекции

Основные теоретические положения для множественной 

регрессии и корреляции

Постановка и решение задачи множественной регрессии и 

корреляции в Excel . Нахождение стандартизованного уравнения 

и определение степени влияния факторов на результативный 

признак (ЛР-3)

Автоматизация обработки данных, используя VBA (ЛР-4)

Задания 3,4 контрольной работы

2



Введение

 Методы анализа и представления данных основываются на 

многомерных статистических методах, включающих 

корреляционный, регрессионный, дисперсионный, компонентный 

и кластерный анализ. 

 При проведении экспериментальных исследований для сбора 

статистической информации бывает важно получение 

достоверной информации при возможно меньшем числе 

экспериментов. Это достигается благодаря применению 

математических методов планирования экспериментов.

 Пакеты прикладных программ, такие как, надстройки Excel, 

MatLab Statistics ToolBox, Statistica, StateGraphics, SAS и др., снимают 

трудности в применении многомерных статистических методов, 

так как позволяют автоматизировать процессы сбора, анализа и 

обработки многомерных данных.
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СТАТИСТИЧЕСКАЯ и КОРРЕЛЯЦИОННАЯ ЗАВИСИМОСТИ

 В математике мы привыкли к тому, что речь идет о функциональной 

зависимости, когда каждому значению одной переменной 

соответствует вполне определенное значение другой. 

 Очень часто между переменными величинами существуют 

зависимости, когда каждому значению одной переменной 

соответствует не какое-то определенное, а множество возможных 

значений другой переменной (или определенное условное 

распределение другой переменной). Такая зависимость получила 

название статистической, вероятностной.

 Возникновение такой связи обусловлено тем, что зависимая 

переменная подвержена влиянию неконтролируемых или неучтенных 

факторов, а также случайных ошибок.

 Когда каждому значению одной переменной x соответствует 

определенное условное математическое ожидание (среднее 

значение) другой Mx (Y) то такая зависимость называется 

корреляционной, а уравнение                              называется уравнением 

регрессии
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Выборочная кривая регрессии

 В статистической практике уравнение  регрессии обычно не известно, 

а имеется выборка пар значений  объема n : , i=1,2,….,n.

 В этом случае речь может идти о приближенном выражении функции 

регрессии или аппроксимации по выборке               . Такой оценкой 

является выборочная линия регрессии, ее уравнение:

- парная регрессия

- множественная регрессия

- параметры, подлежащие определению

- отклонения (остатки) во всех n точках
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Этапы нахождения регрессионной модели

1 шаг: спецификация модели, т.е. выбор вида 
уравнения регрессии

2 шаг: выбрать наилучшие значения параметров

3 шаг: оценка качества модели по критериям 
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Коэффициент корреляции

Коэффициент корреляции является показателем тесноты связи между x  и y7

r
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Значения коэффициента корреляции

Близость к нулю не означает  отсутствия связи между 

признаками, она может оказаться достаточно тесной, 

но нелинейной 



Постановка задачи анализа 

многомерных данных

 Результативный признак y (затраты на ТО летательного аппарата)

зависит от трех комплексных факторов x1,x2,x3. Фактор x1

определяет тип ЛА; фактор x2 определяет виды эксплуатационных и

подготовительных работ; фактор x3 определяет задействованные

материально-технические ресурсы и человеческий фактор.

 На основе статистических измерений получена таблица зависимости

значений результативного признака y от значений факторов x1,x2,x3

(варианты)

Требуется разработать математическую модель, позволяющую

оценивать затраты на ТО в зависимости от различных факторов.

1 часть: корреляционный, дисперсионный, регрессионный анализ и

автоматизация представления данных (ЛР-3,4)

2 часть: компонентный, кластерный анализ (ЛР-5,6)
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Варианты ЛР-3-69

ВАРИАНТ 1

№ y x1 x2 x3

1 65,84 2,83 10,50 1,30

2 185,72 5,13 17,39 1,60

3 71,50 2,62 9,87 1,90

4 120,75 3,53 12,60 2,20

5 211,79 4,81 16,44 2,50

6 133,74 3,43 12,30 2,80

7 112,65 2,92 10,76 3,10

8 246,60 4,70 16,09 3,40

9 164,77 3,49 12,46 3,70

10 243,06 4,34 15,02 4,00

11 110,33 2,43 9,30 4,30

12 130,14 2,65 9,94 4,60

13 379,96 5,25 17,74 4,90

14 381,80 5,12 17,37 5,20

15 158,10 2,76 10,28 5,50

16 181,11 2,95 10,86 5,80

17 255,96 3,65 12,95 6,10

18 347,54 4,36 15,08 6,40

19 199,14 2,91 10,73 6,70

20 198,98 2,83 10,50 7,00

ВАРИАНТ 2

№ y x1 x2 x3

1 190,29 4,09 3,20 14,26

2 136,04 3,19 3,40 11,56

3 192,73 3,92 3,60 13,75

4 95,17 2,33 3,80 9,00

5 178,73 3,55 4,00 12,65

6 166,66 3,31 4,20 11,92

7 237,78 4,10 4,40 14,29

8 272,18 4,38 4,60 15,13

9 146,78 2,82 4,80 10,47

10 138,53 2,65 5,00 9,94

11 221,51 3,60 5,20 12,80

12 379,37 5,01 5,40 17,04

13 140,98 2,51 5,60 9,53

14 148,33 2,55 5,80 9,66

15 293,54 4,04 6,00 14,11

16 194,61 2,99 6,20 10,98

17 420,39 4,93 6,40 16,78

18 359,47 4,39 6,60 15,16

19 311,25 3,93 6,80 13,79

20 468,43 5,04 7,00 17,13

ВАРИАНТ 3

№ y x1 x2 x3

1 434,63 5,07 17,21 6,30

2 210,61 3,05 11,16 6,60

3 270,18 3,54 12,63 6,90

4 386,35 4,39 15,18 7,20

5 401,29 4,41 15,22 7,50

6 460,57 4,72 16,16 7,80

7 285,77 3,36 12,09 8,10

8 388,02 4,06 14,17 8,40

9 306,36 3,39 12,16 8,70

10 222,98 2,64 9,91 9,00

11 564,40 4,90 16,69 9,30

12 324,68 3,33 11,98 9,60

13 479,67 4,26 14,77 9,90

14 497,23 4,29 14,86 10,20

15 365,91 3,42 12,27 10,50

16 291,09 2,86 10,57 10,80

17 359,78 3,27 11,81 11,10

18 394,46 3,43 12,30 11,40

19 553,46 4,25 14,76 11,70

20 587,31 4,36 15,08 12,00



Этапы проведения корреляционного 

и регрессионного анализа данных

Исследование взаимного влияния факторов

Выбор вида уравнения регрессии

Нахождение параметров уравнения 

регрессии (МНК)

Определение значимости уравнения 

регрессии
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Интеркорреляция факторов

Применительно к множественной регрессии, необходимо до получения 

уравнения регрессии произвести отбор факторов. Факторы, включаемые в 

модель должны быть:

 Количественно измеримы. Если необходимо включить в модель 

качественный фактор, не имеющий количественного измерения, то ему 

нужно придать количественную определенность.

 Факторы не должны быть интеркоррелированы (коллинеарны) и тем более 

находиться в точной функциональной связи. Это может привести к тому, что 

система уравнений МНК может оказаться плохо обусловленной и повлечь за 

собой неустойчивость и ненадежность оценок коэффициентов регрессии.

Мультиколлинеарность факторов, когда более чем 2 фактора связаны между 

собой линейной зависимостью. Для оценки мультиколлинеарности может 

использоваться определитель корреляционной матрицы Det. Если бы факторы 

не коррелировали между собой, то Det(R)=1 (идеальный случай). 

Предпочтительно, чтобы Det(R) был близок к единице.
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Формулы расчета определителя 

корреляционной матрицы
12
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ЛР-3. Корреляционный, дисперсионный, 

регрессионный анализ 

13



Подключение надстроек Пакет анализа и 

пакет анализа  VBA
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Определение матрицы корреляции в Excel (ЛР-3)
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Регрессия. Виды многомерного  уравнения 

регрессии
16
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Линеаризация степенной зависимости
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Линеаризованное уравнение
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Проверка коллинеарности

измененных данных
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Регрессия в Excel

Линейная зависимость
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СОА=10,4%

1 1 3224,6 79,4 0,6 30,8y x x x    



Толкование результатов

суммы квадратов отклонений, дисперсии, R20
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Критерии оценки значимости уравнения в целом

Проверить значимость уравнения регрессии - значит установить, 

соответствует ли математическая модель, выражающая зависимость между 

переменными, экспериментальным данным, достаточно ли включенных в 

уравнение объясняющих переменных (одной или нескольких) для описания 

зависимой переменной. Основные критерии для оценки значимости уравнения 

в целом:

 критерий Фишера

 коэффициент детерминизации

 <8% средняя ошибка аппроксимации
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Регрессия в Excel

Степенная 

зависимость
22

При расчете  yпредск =yрегр

учитывать, что коэффициенты 

найдены для линеаризованной

зависимости

1 2

1 2

1 1 2 2

...
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exp( )
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y x x x

   



   

1 1 ... p pY A b X b X   

СОА=3,3%

Линеаризованное уравнение
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1 1ln ...

ln
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1 1 ... p pY a b x b x   

Регрессия в Excel

Показательная

зависимость

СОА=5,8%

Линеаризованное уравнение



Свойства остатков

В задачу регрессионного анализа входит не только построение 

самой модели, но и исследование случайных отклонений i

(остатков). Они должны быть несмещенными, состоятельными, 

эффективными, или равноизменчивыми, некоррелированными.

Несмещенность означает, что математическое ожидание 

остатков равно нулю.

Состоятельность оценки характеризуется увеличением ее 

точности с увеличением выборки.

Эффективность означает оценку, характеризующиеся 

наименьшей дисперсией остатков.

Условие гомоскедастичности или равноизменчивости означает, 

что для каждого фактора дисперсия остатков одинакова 

(проверяется с помощью частных уравнений регрессии)
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Стандартизованное уравнение

Коэффициенты i при стандартизованных (центрированных)
переменных txi позволяют оценить силу влияния факторов xi на
результативный признак y . Чем больше i, тем больше влияние.

Коэффициенты корреляции ryxi в этом отношении менее

информативны, так как не учитывают коллинеарность факторов

25



Связь между коэффициентами корреляции и 

коэффициентами стандартизованного уравнения
26



Расчет значений стандартизованных 

переменных в EXCEL (линейная зависимость)
27



Вычисление 

коэффициентов  

стандартизованн

ого уравнения 

регрессии 

(линейная 

зависимость)
Оценка влияния 

факторов на 

результативный 

признак

28



Расчет значений стандартизованных 

переменных в EXCEL (степенная зависимость)
29



Вычисление 

коэффициентов  

стандартизованн

ого уравнения 

регрессии 

(степенная 

зависимость)
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ЛР- 4. Автоматизация представления 

данных
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Подключение надстройки Пакет 

анализа VBA и настройка ленты32



Окно редактора VBA

33

Запуск редактора 

Visual Basic Editor

(VBE)

• на вкладке 

Разработчик 

(настроить ленту, 

если нет вкладки) в 

группе Код

кнопка

Visual Basic.

• Сочетание

ALT + F11



Создание начальной формы

Зайти в редактор 

VBA ( ALT+F11   

или через 

Разработчик).

Insert, UserForm

Предварительно 

добавить в Книгу 

Excel доп. лист, 

на котором 

находятся 

исходные 

данные
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Настройка свойств формы
35



36

Создание командных кнопок, 

инструменты ToolBox

Для командных кнопок 
необходимо задать 
подходящие Name и  
Caption. Например, для 
кнопки с заголовком 
Caption=  «Линейная»  
имя  Name=
CommandLinRegr



Вставка стандартных модулей

Insert, Module

нет надобности создавать 
отдельные стандартные  
модули для каждой
процедуры

При вставке модуля  
редактор автоматически 
создает  папку для 

стандартных модулей 
Modules
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Процедура вызова стартовой 

формы в Module1

Insert, Procedure, дать имя процедуре (макросу), 
например, StartFormBegin

Метод FormBegin.Show



Запуск макроса стартовой формы

Процедура StartFormBegin, записанная в стандартном 
модуле Module1,  – макроc, отображаемый в Excel в 
окне  Макросы

Макрос запускают с помощью панели инструментов, 
командной кнопки, сочетания клавиш и т.д..

Чтобы настроить запуск макроса по сочетанию 
клавиш, нужно перейти  из редактора VBA в Excel, 
вызвать  окно параметров  макроса StartFormBegin
(разработчик, макросы, параметры), в котором 
задать сочетание клавиш, например,  ctrl+shift+A (RU), 
по которому будет запускаться макрос.
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Создать форму линейной 

регрессии40

• Создать форму выполнения

линейной Insert, UserForm

• Задать заголовок и имя

Name=FormLinRegr для формы

• Для каждой кнопки задать

заголовок и имя, которое

будет использоваться в

процедурах обработки

событий, и заголовок



Процедуры модуля формы 

FormBegin
Записать в модуле стартовой формы 

процедуры вызова вспомогательных форм
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Значения кнопокКнопка «Перенести данные …..»  
нужна для переноса данных 
произвольного варианта , 
записанных на листе 
«ИсхДанМнож», на расчетный 
лист линейной регрессии 
«МножРегрессияЛин»

 Кнопка « Рассчитать 
коэффициентны …и СОА»  
должна запускать окно 
получения уравнения  регрессии 
с помощью вкладки  Анализ 
данных на панели инструментов 
Excel.

Кнопка  «Вывести СОА» должна 
обеспечить отображение в 
текстовом поле значения СОА в 
процентах
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Настройка стиля ссылок R1C1
(строки и столбцы листа обозначаются числами)
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Процедура переноса исходных 

данных44



Автоматическая запись макроса
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Процедура Регрессии, полученная с помощью 

автоматической записи макроса
46

Процедуры модуля формы  FormLinRegr

автоматически записывается в Modules, 

затем перенести в процедуру формы 

FormLinRegr



Процедура вывода СОА в текстовое 

поле47

Процедуры модуля формы  FormLinRegr



Результаты автоматических расчетов48



Задания 3,4 контрольной работы

 Задание 3 соответствует ЛР-3

 Задание 4 соответствует ЛР-4

( исходные данные по вариантам представлены в  на листе 

Варианты ЛР3-6)
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Лекция 3

Компонентный анализ и кластерный анализ

1



Структура лекции

Компонентный анализ: Алгебраические  и 

статистические основы компонентного анализа, ЛР-5

Кластерный анализ (икрархический и метод к-средних) 

ЛР-6

Задания 5,6 контрольной работы

2



Компонентный анализ

Компонентный анализ является основным методом 
факторного анализа, позволяет определить 
структурную зависимость между факторами 

Идея метода заключается в замене сильно 
коррелированных переменных (факторов) новыми 
переменными (главными компонентами), между 
которыми корреляция отсутствует 

В результате его использования получается сжатое 
описание меньшего объема, несущее почти всю 
информацию, содержащуюся в исходных данных 

Главные компоненты получаются из исходных 
переменных как линейные комбинации исходных 
переменных 

3



Алгебраические и статистические 

основы Компонентного анализа

Отыскание собственных значений корреляционной 

матрицы векторов центрированных и нормированных по 

столбцам исходных данных 

Выбор среди собственных значений  существенных (>1)

Отыскание соответствующих собственных векторов 

(главных компонент) и матрицы нагрузок, столбцами 

которой являются нормированные собственные векторы

Отыскание матрицы счетов (весов) или результатов,  

строки которой- ортогональные проекции строк исходных 

данных на главные компоненты

4



Алгебраические и статистические 

основы Компонентного анализа

Собственные  значения корреляционной матрицы 

исходных данных равны дисперсиям столбцов матрицы 

счетов и показывают вклад соответствующей компоненты 

в суммарную дисперсию

Данные, спроецированные на главные компоненты, 

характеризуются наибольшими  дисперсиями

(рассеяниями), поэтому позволяют сохранить максимум 

информации по исходным данным, при этом уменьшив 

размерность задачи

5



6
Матрица нагрузок P и матрица счетов T

• X0 - центрированная и нормированная матрица данных (mn),
элементы которой

• P – матрица нагрузок(nk), столбцы которой – главные
компоненты, собственные  векторы для R(X0), соответствующие
существенным (>1)собственным значениям

k- количество главных компонент

• R(X0) – корреляционная матрица  по X0 (nn)



7

Матрица счетов T и матрица ошибок E

• T=X0P – матрица счетов( mk), сжатая матрица данных, 
элементы которой в строках – проекции строк XO на главные 
компоненты

• E = X0-TPT– матрица ошибок(mn), должна быть близка 
к 0-матрице 

• PT– транспонированная для P матрица нагрузок,
размерность (kn)



Алгоритм решения

New, script, имя КомпАнализ

Внести исходные данные

Найти X0 и R(X0) (ф-и mean, std, corrcoef)

Найти собственные значения и векторы (ф-я eig)

Найти матрицу нагрузок P

Найти матрицу счетов T

Найти матрицу ошибок E

8

Создание m-файла в MatLab для 
выполнения компонентного анализа



Компонентный анализ (ЛР-5)

Создадим m-файл для выполнения компонентного анализа в соответствии 

со своим вариантом (варианты ЛР 3-6 приведены в Лекции 2)

9



Код:

Ввод 

комментариев 

(disp, %),

исходных 

данных X

Нахождение 

X0 и R(X0)

ф-и

mean, 

std, 

corrcoef

10

Случай 
коллинеарных
факторов



ф-я eig, матрицы нагрузок P, счетов T,ошибок E

11



12

RUN and 

ADVANCE

Результаты 

выполнени

я



Матрицы 

собственных 

векторов и 

значений по 

возрастанию
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Матрицы 

нагрузок P

и счетов T

14



Матрица 

ошибок E

15



Расположение 

собств векторов по 

убыванию

Определение 

вкладов компонент

Определение 

корреляционной и 

ковариационной 

матриц сжатых 

данных

16



Случай неколлинеарных факторов

17



18

Вывод: 

Матрица 

ошибок не 

нулевая



Выводы: 

Только три 

компоненты 

обеспечивают 

суммарную 

дисперсию

Размерность 

пространства 

данных не 

уменьшить

19



Кластерный анализ

Кластерный анализ предназначен для разбиения 

исходных данных на группы, таким образом, чтобы 

элементы, входящие в одну группу были

максимально «схожи», а элементы из разных групп 

были максимально «отличными» друг от друга. 

Кластерный анализ –группа методов, используемых 

для классификации объектов или событий в 

относительно гомогенные (однородные) группы, 

которые называют кластерами (clusters).

20



Различие между факторным 

(компонентным) и кластерным анализом

В факторном анализе группируются столбцы, т.е. цель –анализ 

структуры множества факторов и выявление обобщенных 

факторов. 

В кластерном анализе группируются строки, т.е. цель –анализ 

структуры множества объектов.

Геометрическая интерпретация

Каждый объект (респондент) –точка в пространстве признаков.

Задача кластерного анализа –выделение «сгущений» точек, 

разбиение совокупности на однородные подмножества 

объектов (сегментация).

21



Как очертить границу кластеров?
22



ВИДЫ Кластерного анализа23



Этапы 

кластерного 

анализа

24



ИЕРАРХИЧЕСКИЙ КЛАСТЕРНЫЙ 

АНАЛИЗ

Первоначально каждый объект образовывает 

свой отдельный кластер.

На каждом последующем шаге два соседних 

(близких по выбранной мере) кластера 

объединяются в один.

Этот процесс продолжается до тех пор, пока не 

останется только один кластер. 

25



Мера их близости между объектами 

или кластерами- расстояние

Расстояние– это всегда неотрицательное 

вещественное число, для которого выполняется 

свойство коммутативности и неравенство 

треугольника.

При кластерном анализе вначале рассматриваются 

расстояния между объектами, затем между группами 

объектов (кластерами).

26



Формулы расстояния между объектами27



Методы кластеризации

Методы кластеризации различают по  способу 

вычисления расстояний между кластерами. Существуют 

следующие основные методы кластеризации:

Межгрупповая связь (Between-groupslinkage)

Ближайший сосед (Nearestneighbor)

Самый дальний сосед (Furthestneighbor)

Центроидная кластеризация (Centroidclustering)

Медианная кластеризация (Median clustering)

Метод Варда(Уорда)(Ward's method)

28



29 Подробнее о методах кластеризации

МЕЖГРУППОВАЯ СВЯЗЬ. Расстояние между кластерами равно 
среднему значению всех расстояний между всеми 
возможными парами точек из обоих кластеров. Данный 
метод устанавливается по умолчанию. 

МЕТОД БЛИЖАЙШЕГО СОСЕДА. Расстояние между 
кластерами равно расстоянию между двумя ближайшими 
соседями классов. 

МЕТОД ДАЛЬНЕГО СОСЕДА. Межкластерное расстояние 
равно расстоянию между самыми дальними объектами.

ij



30 Подробнее о методах кластеризации

МЕТОД УОРДА. В качестве целевой функции применяется
сумма квадратов расстояний между каждой точкой и средней
по кластеру, содержащему этот объект. На каждом шаге
объединяются такие два кластера, которые приводят к
минимальному увеличению целевой функции.

ЦЕНТРОИДНЫЙ МЕТОД. Расстояние между двумя кластерами 

определяется как евклидово расстояние между центрами 

(средними) этих кластеров

МЕДИАННЫЙ МЕТОД. Межкластерное расстояние равно 
расстоянию между точками с медианными значениями 
признаков в классах.

ij



Виды стандартизации данных, 

применяемой при кластеризации31



Как принимается решения о числе кластеров

Когда мера расстояния между двумя кластерами 

увеличивается скачкообразно, процесс объединения в новые 

кластеры необходимо остановить. Иначе будут объединены 

кластеры, находящиеся на большом расстоянии друг от 

друга.

Оптимальным считается число кластеров равное разности 

количества объектов и количества шагов, после которого 

расстояние увеличивается скачкообразно.

Размеры кластеров должны быть значимыми.

32



Интерпретация и 

профилирование кластеров

Интерпретация и профилирование 

кластеров включает проверку кластерных 

центроидов. 

Центроиды–средние значения объектов по 

каждой из переменных. Центроиды

позволяют описывать кластеры.
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КЛАСТЕРНЫЙ АНАЛИЗ МЕТОДОМ k-

СРЕДНИХ

(неиерархический, итерационный)
Суть: Сначала определяются центры кластеров, а затем 

группируют все объекты в пределах заданных от центров 

пороговых значений.

Недостатки:

Чувствительность к выбросам

Необходимо заранее задавать количество кластеров, а не как в 

иерархическом анализе, получать это в качестве результата

Достоинства:

Простота использования: В качестве метрики используется 

Евклидово расстояние

Возможность наглядной интерпретации кластеров с 

использованием графика «Средних значений в кластерах»
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Пример аналитического решения 

(иерархический кластерный анализ)
35



36

Так как  расстояния от всех 

объектов до 4-го меньше, чем 

до 5-го, то вычеркиваем пятый 

столбец и пятую строку в 

предыдущей матрице



Расчет в 

Excel
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Расчет в Excel39



40



41



42

𝟕 𝟒 𝟓 𝟏
𝟖 𝟐 𝟑 𝟏, 𝟒𝟏
𝟗
𝟏𝟎
𝟏𝟏

𝟕
𝟏
𝟗

𝟔
𝟖
𝟏𝟎

𝟐
𝟐, 𝟐𝟒
𝟓

Матрица иерархического дерева бинарных кластеров

8

7

9
10

11



Кластерный  анализ (ЛР-6)

Создадим m-файл для выполнения кластерного анализа в соответствии со 

своим вариантом (варианты ЛР 3-6 приведены в Лекции 2)
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Алгоритм решения

New, script, имя КластАнализ

Внести исходные данные

Нахождение расстояний между объектами (ф-я pdist)

Иерархическая кластеризация: Формирование кластеров 
и построение дендрограммы (ф-и linkage, dendrogram)

Кластеризация по межгрупповым средним (ф-я kmeans)

Построение трехмерного графика точек кластеров (plot3)

44

Создание m-файла в MatLab для 
выполнения кластерного анализа



Код:

Ввод 

комментариев 

(disp, %)

исходных 

данных X

ф-и

pdist

linkage, 

dendrogram

45

Случай коллинеарных

факторов



RUN and 

ADVANCE46

 m+i - индекс кластера, где i -

номер строки кластера в 

матрице Z (разм (m-1)*3 ), где

m-число объектов

первый и второй столбцы Z-

индексы кластеров, которые 

объединяются

третий  столбец - расстояние 

между объединяющимися 

кластерами



Дендрограмма
47
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Код для вывода матрицы иерархического 

дерева бинарных кластеров с номерами 

кластеров
48



Матрица иерархического дерева бинарных 

кластеров с номерами кластеров
49
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50 Кластеризация по межгрупповым средним 

(kmeans), Параметры  IDX, C, SUMDIST



51
CLUST – массив 

номеров объектов и 

номеров кластеров

(массив IDX), к 

которым объекты 

принадлежат

С – координаты  

центроидов

SUMDIST –

суммарные 

расстояния от 

центроидов до 

объектов в кластерах



Построение множества кластеров

Функции  figure , plot3, for, switch, hold on, grid 

on
52
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Результаты кластеризации54
Используется
вращение 
для увеличения 
наглядности



Задания 5,6 контрольной работы

 Задание 5 соответствует ЛР-5 (компонентный анализ)

 Задание 6 соответствует ЛР-6 (кластерный анализ)

( исходные данные по вариантам представлены в  на листе Excel Варианты ЛР3-6)

55

Методические указания к контрольной 

работе

 Контрольная работа включает выполнение заданий, сформулированных в ЛР1-6.

 ЛР5-6 представлены в этой презентации, остальные в презентациях, соответствующих

Лек1-2 . Исходные данные выбирать в соответствии со своим вариантом. Правило

выбора номера варианта контрольной работы: номером варианта служит число n,

равное сумме двух последних цифр зачетной книжки студента, если это не ноль. Если

же две последние цифры номера зачетной книжки студента нули, то следует полагать

n=19.




